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1 Resumen de las ideas clave
En este art´ıculo mostramos una aplicacio´n de algunas nociones de la probabilidad: Pre-
sentamos para ello el ca´lculo del elo, sistema de puntuacio´n empleado por la Federacio´n
Internacional de Ajedrez (FIDE) para medir el nivel de juego de un jugador federado de aje-
drez.
A medida que nos vamos aproximando al ca´lculo del elo, aparece la necesidad de intro-
ducir las nociones probabils´iticas de variable aleatoria y distribucio´n normal y de analizar
algunas de sus propiedades.
2 Objetivos
Cuando se hayan asimilado los contenidos de este documento, el alumno debe poder
• Explicar co´mo se calcula el elo, sistema de puntuacio´n empleado por la Federacio´n
Internacional de Ajedrez para medir el nivel de juego de sus jugadores.
• Manejar algunos conceptos y resultados de teor´ıa de probabilidad: experimento alea-
torio, variable aleatoria, esperanza y desviacio´n t´ıpica de una variable aleatoria, dis-
tribucio´n normal y suma de variables aleatorias normales.
• Aplicar los resultados introducidos al estudio de una situacio´n real. En particular, utilizar-
los para estimar la fuerza relativade una jugador frente a otro, paramedir su rendimiento,
y para efectuar un seguimiento razonado de la evolucio´n de su elo.
3 ¿Que´ es el Elo?
Figura 1: A´rpa´d E´lo˝
¿Sabı´as que cada jugador federado de ajedrez (los profesionales y
no) tiene un nu´mero que permite estimar su nivel? Este nu´mero es
parecido a los puntos de la ATP (Association of Tennis Professionals).
Aunque no se calculan de igual forma, los dos cambian en funcio´n
de los resultados obtenidos. Ese nu´mero se denomina elo y es otor-
gado por la Federacio´n Internacional de Ajedrez (FIDE).
El elo es el sistema de clasificacio´n usado por la FIDE para ordenar
a los jugadores en funcio´n de su calidad de juego. En este art´ıculo
docente presentamos el ca´lculo del elo. Veremos que para obte-
nerlo necesitamos de la teor´ıa de la probabilidad y, en particular,
de la distribucio´n normal.
El sistema de clasificacio´n elo debe su nombre al profesor esta-
dounidense (de origen hu´ngaro) A´rpa´d E´lo˝, quien trabajo´ para la federacio´n de ajedrez de
Estados Unidos1.
1Cuando se implantó el sistema elo en la FIDE (1971), su presidente era el neerlandés Max Euwe,
quien además de haber sido campeón del mundo, fue doctor en Matemáticas.
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Por ejemplo, segu´n datos demayo de 2020, el elo del campeo´n del mundo (el noruego Mag-
nus Carlsen) es 2863 y el elo del mejor jugador espan˜ol (Francisco Vallejo) es 2710 (nu´mero
34 mundial). El elo de cualquier jugador federado puede consultarse en https://ratings.
fide.com.
A continuacio´n vemos una tabla aproximativa de clasificacio´n de los jugadores de ajedrez
desde “principiante” a “gran maestro” en funcio´n de su elo. En realidad, los t´ıtulos de “gran
maestro” y “maestro internacional”, que son vitalicios, los otorga la FIDE a los jugadores que
consiguen unos requisitos especı´ficos y por mucho que baje el elo de un jugador, si e´ste




1600—1799 Jugador medio de club
1800—1999 Jugador fuerte de club
Elo Grupo




El elo es, por tanto, orientativo de la fuerza de un jugador. Adelantamos dos hechos: cuanto
mayor es el elo, el jugador, en teor´ıa, es ma´s fuerte; y el elo var´ıa en funcio´n de los buenos
o malos resultados que un jugador vaya obteniendo. Decimos en teoría, ya que es perfec-
tamente posible que un jugador de menos elo gane a un jugador de mayor elo. Algo similar
sucede cuando se lanza un dado: es posible sacar un “uno”, pese a que la probabilidad de
sacar un “uno” es menor que la probabilidad de no sacar un “uno”. Vislumbramos que va a
entrar en juego la teor´ıa de la probabilidad en el ca´lculo del elo.
4 Entra en juego la teor´ıa de la probabilidad
Para elaborar una clasificacio´n de los jugadores, debemos estimar la fuerza que un jugador
se supone que tiene al jugar frente a otro antes de la partida, y tambie´n evaluar el resultado
despue´s de la partida o torneo.
4.1 Estimacio´n de la fuerza de un jugador frente a otro
El resultado de una partida no se conoce a priori, y por tanto, una partida puede conside-
rarse como un experimento aleatorio. Sabemos que presenta tres posibles resultados: ganar,
perder, tablas (en la jerga del ajedrez, cuando una partida acaba en empate, se dice que
acaba en tablas). As´ı, la variable resultado de una partida entre dos jugadores A y B es una
variable aleatoria que en lo sucesivo denotaremos por XAB. Por tanto:
El resultado de una partida entre los jugadores A y B es una variable
aleatoria que denotaremos por XAB.




1, si A gana a B,
1/2, si A y B empatan,
0, si A pierde frente a B.
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Por tanto, XAB es una variable aleatoria discreta que toma valores en {0,1/2,1}.
Problema 1
a) ¿Cua´les son los posibles resultados de ese experimento aleatorio?
b) ¿Que´ describe la variable aleatoria XAB?
c) ¿Que´ relacio´n hay entre los posibles valores de la variable aleatoria XAB y los resul-
tados del experimento aleatorio?
Debemos aclarar que la fuerza de un jugador es un concepto ma´s bien difuso que no vamos
a definir ni precisar de forma matema´tica. Solo se usara´ este te´rmino de forma intuitiva y por
supuesto, no va a influir en ningu´n momento en los ca´lculos que se mostrara´n ma´s adelante.
Se considera que la fuerza relativa del jugador A frente a B es la puntuacio´n esperada del
jugador A cuando juega frente a B. Matema´ticamente hablando es la esperanza de la vari-
able aleatoria XAB.
La fuerza relativa del jugador A frente a B es la esperanza de la varia-
ble aleatoria XAB.
Problema 2
Considera seis jugadores de ajedrez A, B, C, D, E y F que cumplen lo siguiente
pr(XAB = 1) = 0.4, pr(XAB = 1/2) = 0.2, pr(XAB = 0) = 0.4,
pr(XCD = 1) = 0.6, pr(XCD = 1/2) = 0.2, pr(XCD = 0) = 0.2,
pr(XEF = 1) = 0.2, pr(XEF = 1/2) = 0.6, pr(XEF = 0) = 0.2.
Observa que la suma de las probabiliades en cada l´ınea anterior debe ser 1.
a) Comprueba que la esperanza de XAB vale 0.5. Esto quiere decir, de forma intuitiva,
que la fuerza de A y la de B son iguales.
b) ¿Cua´nto vale la esperanza de XCD? Comprueba que es mayor que 0.5, lo que
quiere decir que C es mejor jugador que D.
c) Calcula la varianza de XAB y la de XEF. Observa que la varianza de XEF es menor
que la de XAB, lo que quiere decir que los resultados de las partidas que juegan E y
F entre s´ı son menos irregulares que cuando juegan A y B entre s´ı.
A partir de ahora, si X es una variable aleatoria, la esperanza de X sera´ denotada por E(X) y
la varianza de X por Vr(X).
Obviamente, hay muchas (demasiadas) variables aleatorias XAB, siendo A y B jugadores
cualequiera: si n es el nu´mero de jugadores federados, entonces hay n(n − 1)/2 empare-
jamientos posibles, luego hay n(n − 1)/2 variables aleatorias de este tipo, la mayor´ıa de las
cuales nunca sera´n usadas, por lo que manejar directamente estas variables aleatorias no
conduce a nada u´til.
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Problema 3
Razona por que´ si hay n jugadores, entonces hay n(n − 1)/2 posibles enfrentamientos
(sin tener en cuenta si cada jugador juega con blancas o negras). ¿Cua´ntos posibles
enfrentamientos hay si se tienen en cuenta los colores?
Quiza´s te preguntes si vamos a tener en cuenta el factor blancas o negras. El propio A´rpa´d
E´lo˝ sen˜alo´ que como en un torneo lo usual es que un jugador alterne blancas y negras, el
color no afecta mucho en su sistema, y por tanto es ma´s sencillo ignorar este factor.
4.2 Estimacio´n del elo
La idea de A´rpa´d E´lo˝ fue asignar un u´nico nu´mero a cada jugador, el elo, que estimase su
fuerza.
4.2.1 El rendimiento de un jugador
Como no sabemos a priori co´mo va a jugar un ajedrecista en una partida concreta, podr´ıa-
mos intentar modelar el rendimiento de un jugador A en una partida concreta mediante otra
variable aleatoria distinta de la ya comentada XAB.
A´rpa´d E´lo˝ considero´ que el rendimiento de un jugador en una partida concreta es una varia-
ble aleatoria normal cuya media es el elo de este jugador. Ahora bien, ¿cua´l es la desviacio´n
t´ıpica de esta distribucio´n?
Hay que decir que antes de la elaboracio´n del sistema de puntuacio´n elo, la federacio´n
norteamericana de ajedrez ya disponı´a de unas tablas midiendo la fuerza de los jugadores
norteamericanos (el sistema Harkness, el precursor del sistema de puntuacio´n elo). Para ajus-
tarse lo ma´s posible al sistema previo, A´rpa´d E´lo˝ tomo´ el valor 200 como la desviacio´n t´ıpica
de la variable aleatoria que modela el rendimiento. A´rpa´d E´lo˝ asumio´ que esta desviacio´n
t´ıpica es la misma para todos los jugadores (aunque en la realidad esto no es as´ı, ya que hay
jugadores ma´s regulares que otros), simplificando mucho los ca´lculos.
El rendimiento rA de un jugador A es una variable aleatoria normal de
media el elo de A, μA y desviacio´n t´ıpica 200.
4.2.2 Relacio´n entre la fuerza relativa y el rendimiento
Veamos la relacio´n entre las variables aleatorias rA, rB y XAB. En realidad nos interesa contes-
tar esta pregunta: ¿cua´ndo el jugador A gana a B? Por supuesto, cuando en la partida, el
rendimiento de A es mayor que el de B, es decir, cuando rA > rB. De forma similar podemos
decir que si rA = rB, entonces A y B hacen tablas; y si rA < rB, entonces B le gana a A. Luego




1, si rA > rB,
1/2, si rA = rB,
0, si rA < rB.
(1)
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Ahora podemos calcular la puntuacio´n esperada de A cuando juega contra B, es decir la
esperanza EAB de la variable aleatoria XAB. Debido a (1), se tiene que
EAB = 1 · pr(rA > rB) +
1
2




Desde luego, hemos de calcular pr(rA > rB) y pr(rA = rB) y para ello estudiaremos la variable
aleatoria rA − rB.
Supongamos que los rendimientos de los jugadores A y B no dependen unos de los otros
(en te´rminos probabil´ısticos, las variables aleatorias rA y rB son independientes). Con esta
suposicio´n (ya hecha por el profesor E´lo˝) la diferencia de rendimientos es otra variable normal
cuya media y varianza son
E(rA − rB) = E(rA) − E(rB) = μA − μB,
Vr(rA − rB) = Vr(rA) + Vr(rB) = 2002 + 2002 = 2 · 2002.
La diferencia de rendimientos rA − rB es una variable aleatoria normal
de media μA − μB y varianza 2 · 2002.
La desviacio´n t´ıpica de rA− rB es 200
p
2. Como la variable aleatoria rA− rB es continua con
varianza no nula, pr(rA = rB) = 0. Ahora, ya que rA − rB es una variable aleatoria normal,
pr(rA > rB) = pr(rA − rB > 0) = pr

















Figura 2: Demostracio´n visual de () + (−) = 1 para cualquier  ∈ R. Recuerda que el
a´rea entre la campana de Gauss y el eje horizontal es 1.
Denotemos
Y =





Observemos que Y es una variable aleatoria normal esta´ndar. Si denotamos por  la funcio´n
de distribucio´n de la normal esta´ndar, entonces como ()+(−) = 1 para cualquier  ∈ R
(mira la figura 2). Por tanto,
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La puntuacio´n esperada EAB solo depende de la diferencia de elos
μA − μB.
Por ejemplo, si los elos de los jugadores A, B, C y D son respectivamente μA = 2332, μB =
2179, μC = 1834 y μD = 1681, como μA − μB = μC − μD, entonces la puntuacio´n esperada
de A frente a B es la misma que la puntuacio´n esperada de C frente a D.
En la siguiente tabla resumimos los conceptos introducidos hasta ahora y sus notaciones.
Rendimiento del jugador A rA Variable aleatoria
Elo del jugador A μA E(rA). Constante conocida
Puntuacio´n del jugador A contra B XAB Variable aleatoria definida en (1)
Punt. esperada del jugador A contra B EAB E(XAB). Se calcula con (2)
4.2.3 Ejemplo de ca´lculo de la puntuacio´n esperada de un jugador
Figura 3: Relacio´n entre la diferencia de
elos y la puntuacio´n esperada.
Veamos un ejemplo sencillo usando Octave.
El comando de Octave normcdf(x) calcula el
valor en x de la funcio´n de distribucio´n de una
variable normal esta´ndar. La puntuacio´n espera-
da por el jugador A de elo μA = 1834 cuando
juega contra el jugador B cuyo elo es μB = 2179
se puede calcular fa´cilmente usando (2) con los
comandos
muA = 1834; muB = 2179;
sigma = 200*sqrt(2);
normcdf((muA-muB)/sigma)
obteniendo 0.11128. En la figura 3 puedes ver la
gra´fica que relaciona la diferencia de elos μA −
μB entre dos jugadores A y B y la puntuacio´n esperada para el jugador A cuando juega
contra B.
Si la puntuacio´n de una partida es 1, 0.5 o bien 0, ¿que´ quiere decir que la puntuacio´n esper-
ada sea 0.11? Si A y B juegan, digamos 100 partidas, entonces se espera que A conseguira´
alrededor de 11 puntos (y B, obviamente, cerca de 89).
Problema 4
Si el elo del jugador A es 1834 y el elo del jugador B es 2179 y si juegan 10 partidas, ¿cua´l
es la probabilidad de que A consiga exactamente 3 puntos? ¿Cua´l es la probabilidad
de que A consiga al menos 3 puntos?
4.3 Algunas consecuencias
• Si μA > μB, entonces de (2) se deduce EAB > 0.5, lo que es intuitivo, puesto que en teor´ıa,
si μA > μB, entonces A es mejor jugador que B. De forma ana´loga se cumple que μA = μB si
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y solo si EAB = 0.5 (lo que equivale a decir que los jugadores tienen la misma fuerza si y solo
si la puntuacio´n esperada de los dos jugadores es 0.5).
• Como hemos visto, la funcio´n de distribucio´n de una variable normal esta´ndar cumple
() + (−) = 1 para cualquier  ∈ R. De esto, se deduce que
EAB + EBA = 1,
lo que es coherente con el hecho de que la suma de las puntuaciones obtenidas por dos
jugadores que se enfrentan en una partida siempre es 1, independientemente del resultado
de la partida.
Problema 5
Calcula (usando Octave) varios valores de EAB en las dos siguientes situaciones
a) Cuando el elo de B es fijo y el elo de A poco a poco va aumentando.
b) Cuando el elo de A es fijo y el elo de B poco a poco va disminuyendo.
¿Que´ observas? ¿Ves alguna relacio´n con la figura 3?
• De (2) se deduce tambie´n que a medida que μA − μB aumenta, entonces EAB crece
asinto´ticamente a 1, lo que equivale a decir que amedida que un jugador es ma´s fuerte que
otro, la puntuacio´n esperada aumenta hasta el tope superior 1 (y ana´logamente si μA − μB
disminuye progresivamente, entonces EAB tiende asinto´ticamente a 0).
Problema 6
A´rpa´d E´lo¨ asumio´ que la varianza del rendimiento es la misma para todos los jugadores,
lo que simplifica mucho las expresiones. ¿Co´mo se debe modificar (2) si no se supone
que Vr(rA) = Vr(rB) = 200
2? ¿Que´ le ocurre a EAB cuando Vr(rA) crece o decrece
si Vr(rB) permanece fija?
Problema 7
La normativa de la FIFA (las siglas en france´s de la Federacio´n Internacional de Fu´tbol)
premia la victoria con 3 puntos y el empate con un punto (la derrota no suma ningu´n
punto). ¿Co´mo se modificar´ıa (2) con este sistema de puntuacio´n?
Problema 8
Un jugador no federado (por tanto sin elo) juega 10 partidas contra otro ajedrecista de
elo 1800 y consigue 3 puntos. ¿Cua´l es una estimacio´n del elo del primer jugador?
Puedes ver la normativa de la FIDE respecto al sistema de clasificacio´n en
https://handbook.fide.com/chapter/B022017.
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es una buena aproximacio´n a EAB. Es ma´s curioso au´n que laWikipedia (en el art´ıculo Sistema
de puntuacio´n Elo) afirme que (3) sea la fo´rmula exacta, en contradiccio´n con la normativa
de la FIDE. En la tabla 1 se puede apreciar la bondad de la aproximacio´n EAB ≃ FAB, donde
EAB es la puntuacio´n esperada dada en (2) y FAB es la aproximacio´n dada en (3).
μA − μB 0 50 100 150 200 250 300 350 400
EA 0.5 0.570 0.638 0.702 0.760 0.812 0.856 0.882 0.921
FA 0.5 0.571 0.640 0.703 0.760 0.808 0.849 0.882 0.909
Tabla 1: La expresio´n FAB es una buena aproximacio´n de EAB.
4.4 Una extensio´n no contemplada por la FIDE
Si quieres, te puedes saltar esta subseccio´n y pasar directamente a la seccio´n 5 ya que en
en esta subseccio´n veremos una pequen˜a modificacio´n del sistema Elo no contemplada por
la federacio´n internacional de ajedrez.
Si observamos los ca´lculos hechos hasta ahora, de (1) se deduce pr(XAB = 1/2) = 0, es
decir, que la probabilidad de que dos jugadores hagan tablas es 0. Lo cual es verdadera-
mente extran˜o. Deber´ıamos modificar la variable aleatoria XAB definida en (1) de modo que
si los rendimientos en una partida concreta son similares, entonces la partida tenga cierta




1, si rA − rB > ϵ,
1/2, si |rA − rB| ≤ ϵ,
0, si rB − rA > ϵ,
para un valor fijo de ϵ > 0. Calculemos la esperanza de YAB y veamos su diferencia con EAB.
Como




calculemos las dos probabilidades involucradas en la igualdad anterior:
pr(YAB = 1) = pr(rA − rB > ϵ) = pr











= 1 − 
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pr(YAB = 1/2) = pr(−ϵ < rA − rB < ϵ)
= pr





























Si denotamos α = (μA − μB − ϵ)/200
p
2 y β = (μA − μB + ϵ)/200
p
2, entonces pr(YAB = 1) =
(α) y pr(YAB = 1/2) = 1 − (α) − (1 − (β)) = (β) − (α), por lo que
E(YAB) = (α) +
1
2
((β) − (α)) =
1
2
((α) + (β)) . (4)
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Problema 9
Comprueba cuando ϵ = 0, entonces (4) se reduce a (2).
Se puede apreciar en la tabla 2 que las esperanzas de las variables aleatorias XAB y YAB
(para dos valores razonables de ϵ) son realmente parecidas.
μA − μB 0 50 100 150 200 250 300
EAB 0.5 0.5702 0.6382 0.7021 0.7603 0.8116 0.8556
E(YAB) con ϵ = 10 0.5 0.5701 0.6380 0.7019 0.7601 0.8115 0.8554
E(YAB) con ϵ = 20 0.5 0.5700 0.6378 0.7016 0.7597 0.8110 0.8550
Tabla 2: Valores de la esperanza de XAB y de YAB para dos valores de ϵ.
Como conclusio´n podemos afirmar que aunque sea ma´s natural tomar la variable aleatoria
YAB para asegurar que la probabilidad de que una partida acabe en tablas no sea nula
2, la
eleccio´n de XAB simplifica los ca´lculos y no supone mucha diferencia.
Problema 10
Este ejercicio es dif´ıcil y puede saltarse. El objetivo se este problema es dar una cota
superior de |EAB−E(YAB)| en te´rminos de ϵ. Sean α y β los valores definidos anteriormente
y γ = (α + β)/2 = (μA − μB)/(200
p
2).
a) Prueba que EAB − E(YAB) = 12 [((γ) − (α)) − ((β) − (γ))].
b) Usa el teorema del valor medio para demostrar que existen ξ1 ∈ [α,γ] y ξ2 ∈ [γ,β]
tales que EAB − E(YAB) = ϵ(′(ξ1) − ′(ξ2))/(400
p
2).
c) Usa de nuevo el teorema del valor medio para demostrar que






5 El para´metro K
Hasta ahora, hemos definido y usado el elo de un jugador. Pero una pregunta que todav´ıa
no hemos respondido es co´mo se calcula el elo de un jugador. Tambie´n se ha de tener
en cuenta que la fuerza de un jugador cambia a lo largo de su vida: la calidad de juego
puede mejorar o empeorar, es decir, parece lo´gico que el elo de un jugador debe poder
modificarse. Esta seccio´n trata de responder a estas preguntas.
¿Co´mo se calcula la puntuacio´n esperada en un torneo? Veamos un ejemplo sencillo:
El elo del jugador A es 1800 y se ha enfrentado a los jugadores X, Y y Z. Los resultados se
muestran en la tabla 3.
2Se tiene, con la notación del párrafo anterior, que pr(YAB = 1/2) = (β)− (α) 6= 0, siempre que
ϵ 6= 0.
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Rivales Elo de los rivales Punt. esperada Resultado Ptos. obtenidos
X μX = 1860 EAX = 0.42 Victoria 1
Y μY = 1770 EAY = 0.54 Tablas 0.5
Z μZ = 2000 EAZ = 0.24 Derrota 0
Totales 1.2 1.5
Tabla 3: Actuacio´n del jugador A en un torneo.
La puntuacio´n esperada en el torneo es la suma de las tres puntuaciones esperadas cuando
A juega contra X, Y y Z:
Puntuacio´n total esperada = EAX + EAY + EAZ = 0.42 + 0.54 + 0.24 = 1.2.
Observemos que podemos hallar la puntuacio´n esperada, no es necesario conocer la pun-
tuacio´n obtenida. Pero un jugador puede obtener una puntuacio´n distinta de la esperada.
En este ejemplo, el jugador A ha obtenido una puntuacio´n mayor (1.5) que la esperada (1.2);
por tanto parece que su elo deber´ıa aumentar. Es aquı´ donde entra un factor tambie´n prop-
uesto por A´rpa´d E´lo˝.
Si un jugador con elo μ espera conseguir E puntos; pero consigue S puntos, entonces el
nuevo elo viene dado por la fo´rmula
Nuevo elo = μ + K(S − E). (5)
Este nu´mero K es un para´metro cuyo valor es fijado de una manera ma´s o menos arbitraria
por la FIDE. Pero, ¿que´ valor asignar a K? Si el valor de K es alto, la estimacio´n del elo es
demasiado sensible a los resultados recientes. Si es pequen˜o, el sistema responde lentamente
a los cambios de fuerza de un jugador.
Veamos un ejemplo con dos valores de K distintos. Supongamos que un jugador tiene 1800
puntos elo, ha jugado un torneo en donde espera sacar 4 puntos y ha conseguido 5 puntos,
¿cua´l es su nuevo elo?
K = 20 → Nuevo elo = 1800 + 20 · (5 − 4) = 1820.
K = 40 → Nuevo elo = 1800 + 40 · (5 − 4) = 1840.
Quermeos destacar que el factor K no determina la fuerza de un jugador, solo pretende
intenta acelerar la adaptacio´n de la fuerza estimada a la fuerza real.
Puedes ver los valores concretos de K para cada categor´ıa de jugador segu´n la normativa
de la FIDE en http://www.fide.com/fide/handbook.html. En resumen, podemos decir
que los jugadores con menos partidas computadas tienen mayor valor de K. Esto se debe a
que si se posee poca informacio´n sobre un jugador, entonces su fuerza estimada puede ser
imprecisa y necesita una mayor correccio´n.
Por u´ltimo, es necesario resaltar que, de acuerdo a la normativa de la FIDE, el valor de
|μA − μB| en (2) esta´ acotado por 400, “a difference in rating of more than 400 points shall
be counted for rating purposes as though it were a difference of 400 points”, y que la actu-
alizacio´n del elo de acuerdo a lo visto en esta seccio´n se hace despue´s de ciertos per´ıodos
(“for a given tournament, or Rating period”), no despue´s de cada partida.
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